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Resumen: Siguiendo algunas ideas expuestas por P.T Johnstone en [5], que se generalizan en
[8], en este trabajo se muestra algunas maneras de sumergir subcategor´ıas de Top∗ en topos
de prehaces, que con mas presicio´n correponden a topos de m-conjuntos3.
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Abstract: Following some ideas by P. T Johnstone [5], which are generalizad in [8], in this
paper we show some ways to immerse subcategories of Top∗ in topos of presheaves, with more
precision in topos of m - sets.
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1. Introduccio´n
Los topos de prehaces asociados a espacios topolo´gicos, de hecho, ya guardan relacio´n con la
topolog´ıa, ver por ejemplo [7], sin embargo nuestro intere´s en este trabajo es mostrar otros
topos que guarden nuevas relaciones con la topolog´ıa. Ahora bien, a pesar de que muchos
de los conceptos de la teor´ıa de topos son motivados desde la topolog´ıa, no abundan en la
literatura topos para el estudio de la topolog´ıa. Con tal inquietud, en los an˜os 70´s aparece
un topos que contiene como subcategor´ıa reflexiva a la categor´ıa de los espacios secuenciales
y denominado el topos de Johnstone [5], es de anotar que la categor´ıa de los espacios se-
cuenciales es una subcategor´ıa reflexiva de Top. En [8] se generaliza esta construccio´n, y se
muestra la manera en que subcategor´ıas correflexivas de Top se extienden en topos de preha-
ces. En este art´ıculo se desarrolla esta teor´ıa en la categor´ıa Top∗, y en particular se muestra,
de manera original, una forma de sumergir subcategor´ıas de Top∗ en topos de prehaces. Di-
chos topos se construyen a partir del monoide de los endomorfismos de un espacio topolo´gico
punteado MW ∗ = [W
∗,W ∗], de esta manera los topos construidos son equivalentes a topos
de Grotendieck. Ahora bien, si se parte de un monoide topolo´gico M , construido a partir
del monoide de un espacio topolo´gico dado, se origina un topos geome´trico, ver [8], en este
cap´ıtulo se muestran topos geome´tricos construidos a partir de espacios topolo´gicos punteados.
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2. Conceptos ba´sicos
2.1. La categor´ıa de los espacios topolo´gicos punteados
Definicio´n 1. La categor´ıa de los espacios topolo´gicos punteados Top∗, esta´ definida por:
1. Los objetos son ternas (X, τ, x0), X es un conjunto, τ una topolog´ıa sobre X y x0 es un
punto de X.
2. Los morfismos en Top∗ son funciones f : X −→ Y , continuas y tales que f−1(y0) = x0.
En general, en la categor´ıa de los espacios topolo´gicos punteados Top∗, un morfismo f :
(X, τX , x0) −−→ (Y, τ Y , y0) es una funcio´n continua tal que f(x0) = y0. Sin embargo, como lo
acabamos de anotar, trabajaremos con una definicio´n un poco ma´s fuerte.
Haciendo uso de topolog´ıas iniciales y finales, veremos la forma de construir una clase de
endofuntores de Top∗, que generan mediante sus puntos fijos, de acuerdo a su construccio´n,
subcategor´ıas reflexivas o correflexivas de Top∗.
2.2. Subcategor´ıas reflexivas y correflexivas
Definicio´n 2. [1] Sea C una Categor´ıa y H una subcategor´ıa de C. Se dice que H es reflexiva
en C, si para todo objeto V de C, existe un objeto V ∗ en H y un morfismo rV : V → V ∗,
llamado la reflexio´n de V , tales que, para todo objeto U de H y todo morfismo f : V → U ,
existe un u´nico morfismo f∗ : V ∗ → U en H tal que el siguiente diagrama es conmutativo
Puede observarse fa´cilmente que la reflexio´n de cada objeto es u´nica salvo isomorfismos. Ahora,
H es una subcategor´ıa reflexiva de una categor´ıa C, s´ı y solamente s´ı, el funtor inclusio´n
I : H → C tiene adjunto a izquierda. De manera dual se tiene la definicio´n de subcategor´ıa
correflexiva y su caracterizacio´n en te´rminos de la adjuncio´n.
2.3. Ejemplos
1. La subcategor´ıa plena de Top formada por los espacios completamente regulares es una
subcategor´ıa reflexiva de Top, ver [1].
2. Sea mathrmMetu la categor´ıa de los espacios me´tricos, cuyos morfismos son funcio-
nes uniformemente continuas y sea H la subcategor´ıa plena de los espacios me´tricos
completos. H es una subcategor´ıa reflexiva de mathrmMetu, ver [1].
3. La categoria de los espacios compactos Hausdorff es una subcategor´ıa reflexiva de la
categor´ıa de los espacios completamente regulares, ver [12].
4. Sea C la categor´ıa de los espacios topolo´gicos punteados. Los objetos de esta categor´ıa
son los espacios topolo´gicos en los cuales se ha fijado un punto base y los morfismos
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son las funciones continuas que preservan el punto base. Sea H la subcategor´ıa plena de
C formada por los espacios topolo´gicos conexos punteados. Veamos que H es reflexiva
en C. Sea (X, τX , xo) un espacio topolo´gico punteado cualquiera y sea X∗ la componen-
te conexa de xo. Entonces, se determina el espacio topolo´gico (X
∗, τ
X∗ , xo), donde τX∗
es la topolog´ıa relativa a X∗. El espacio topolo´gico (X∗, τ
X∗ ) es conexo y la inclusio´n
i : X∗ → X es continua y es la correflexio´n de X, ver [4].
5. La categor´ıa de los espacios secuenciales es una subcategoria correflexiva de Top, ver
[1]. Otra demostracio´n, haciendo uso de funtores elevadores, puede encontrarse en [8] y
[4].
2.4. Un me´todo de construccio´n de subcategor´ıas reflexivas y correflexivas
en la categor´ıa Top
En particular, en los ejemplos 2 y 4 de la seccio´n anterior, un espacio y su reflexio´n no tienen
en general el mismo conjunto subyacente. Siguiendo a [8], en esta seccio´n se muestra un
me´todo de construccio´n de subcategor´ıas de Top∗ en donde el espacio de partida y su reflexio´n
(correflexio´n) tienen el mismo conjunto subyacente. Consideramos interesante el hecho de que
las subcategor´ıas construidas son adema´s categor´ıas topolo´gicas, en el sentido de [1].
2.4.1. La estructura de categor´ıa topolo´gica de Top y Top∗
En la categor´ıa de los espacios topolo´gicos, la coleccio´n de topolog´ıas sobre un conjunto X
tiene estructura de ret´ıculo completo, con el orden inducido por la inclusio´n, siendo la topo-
log´ıa grosera el mı´nimo y la discreta el ma´ximo. Dada un familia de topolog´ıas sobre X el
ı´nfimo esta dado por la interseccio´n y el supremo por la topolog´ıa generada por la reunio´n.
En Top, sea S = (fλ, X) un sumidero cuyo dominio es la familia (Xλ, τλ) para todo λ ∈ A,
entonces, la topolog´ıa final para X correspondiente a la familia {τ λ}λ∈A y {fλ}λ∈A, es:
τ = {U ⊆ X | f−1λ (U) ∈ τλ, ∀λ ∈ A}. En tal caso, las funciones fλ : (Xλ,τ λ) −→ (X,τ )
resultan continuas y se verifica que para toda funcio´n f : X → Y tal que f ◦ fλ es continua
para todo λ, se tiene que f es continua. Dicha topolog´ıa se llama la topolog´ıa final para el
sumidero dado. Para el caso particular en que la fuente consta de una sola funcio´n y e´sta es
sobreyectiva, se dice que la topolog´ıa final es una topolog´ıa cociente.
En particular dados un espacio topolo´gico X y una relacio´n de equivalencia R sobre X, se
construye el conjunto cociente X/R y la funcio´n
J : X −→ X/R
x −→ J(x) = [x]
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La topolog´ıa final sobre (X/R) inducida por J corresponde a la topolog´ıa cociente. Ejemplos
particulares de este hecho son el cilindro, el toro, la cinta de Mobius y la botella de Klein, que
correponden a subespacios de R3 obtenidos, definiendo para cada caso una relacio´n adecuada
en un recta´ngulo considerando este como subespacio de R2.
De manera dual, se tiene la estructura inicial para la fuente: F : (X, fλ), cuyo codominio es la
familia (Xλ,τ λ). Entonces, la topolog´ıa inicial para X correspondiente a {τ λ}λ∈A y {fλ}λ∈A,
es la topolog´ıa τ generada por la familia: Λ = {f−1λ (uλ) ⊆ X | uλ ∈ τ λ}.Las funciones
fλ : (X,τ ) −→ (Xλ,τ λ) son continuas y se verifica que para cada funcio´n f : Y → X tal
que fλ ◦ f es continua para todo λ, se tiene que f es continua. Dicha topolog´ıa se llama la
topolog´ıa inicial para la fuente dada.
La discusio´n anterior toma como base el hecho de que la categor´ıa de los espacios topolo´gicos
Top esta´ fibrada a trave´s del funtor olvido de estructura sobre la categor´ıa de los conjuntos.
Es de anotar que estas mismas consideraciones valen para las categor´ıas Top∗ definidas al
comienzo, y fibradas con el funtor olvido sobre la categor´ıa de los conjuntos punteados, bien
sea considerando como morfismos las funciones que respetan el punto base o las que por
imagen rec´ıproca devuelven el punto base solo en el punto base. En todos estos casos, por los
funtores en cuestio´n ser aptos escencialemente para construir topolog´ıas iniciales y finales se
dice que Top y Top∗ son categor´ıas topologicas, segu´n [1] fibradas respectivamente sobre Sets
o sobre Sets*
2.4.2. Construccio´n de subcategor´ıas reflexivas y correflexivas a trave´s de topo-
log´ıas iniciales y finales
Haciendo uso de topolog´ıas iniciales y finales, veremos la forma de construir una clase de
endofuntores de Top, que generan mediante sus puntos fijos reflexivas y correflexivas de Top.
Definicio´n 3. [8] Sean W y X espacios topolo´gicos. En la coleccio´n de funciones continuas
f : W → X al olvidar la topolog´ıa de X se tiene el sumidero que notamos:
s (W,X) =
{
f : W → X | f ∈ [W,X]Top
}
la topolog´ıa final para s (W,X) la notamos Fs (W,X) = X.
Es de anotar que la topologia final obtenida corresponde a la mayor topoogia sobre X que hace
continua a las funciones seleccionadas en cuestio´n. Ahora bien, de la definicio´n de topolog´ıa
final para un sumidero, se sigue el siguiente lema.
Lemma 4. Sean W y X espacios topolo´gicos, entonces,
1. X ≤ Fs (W,X)
2. [W,X]Top
∼= [W,Fs (W,X)]Top
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En adelante, para simplicidad en la escritura, escribiremos [W,X] en vez de [W,X]Top
Teorema 5. Sea W un espacio topolo´gico. La aplicacio´n
EW : Top −→ Top
X −→ EW (X) = Fs (W,X)
EW (f) = f
hace de EW un funtor.
Demostracio´n:
Sea f : X → Y una funcio´n continua se debe ver que EW (f) es continua, en efecto EW (f) :
EW (X)→ EW (Y ) para esto basta demostrar que para toda g ∈ s (W,X) la funcio´n f ◦ g :
W → EW (Y ) es continua. En efecto sea g ∈ s (W,X) , entonces g : W → X es continua,
luego f ◦ g : W → EW (Y ) es continua, entonces por definicio´n de estructura final para un
sumidero, se tiene que f : SW (X)→ SW (Y ) es continua.
Observaciones:
1. Con ma´s precisio´n EW es un elevador idempotente en Top, lo cual significa que el funtor
agrega abiertos al espacio de partida, ver [8].
2. EW (W ) = W
3. EW (Top
∗) es una categor´ıa topolo´gica, en el sentido de [1].
4. EW (Top
∗) ≤ Top∗ y EW (Top∗) es correflexiva en Top∗.
De manera dual haciendo uso de estructuras iniciales, un espacio topolo´gico da origen
a un coelevador idempotente C.
En particular las subcategor´ıas de Top, como son las de los espacios secuenciales y com-
pletamente regulares se obtienen con los me´todos aqu´ı descritos, resultando la primera una
subcategoria correflexiva de Top y la segunda una subcategor´ıa correflexiva de Top [8].
Las nociones de elevador y coelevador en Top∗ son las mismas que las dadas en la seccio´n
2.4.2, partiendo en cada caso de un endofuntor definido en Top∗. Ahora bien, en forma ana´lo-
ga se tiene que la subcategor´ıa plena de Top∗ formada por los puntos fijos o la imagen de
un elevador idempotente definidos en Top∗ es correflexiva en Top∗ y de manera natural se
obtienen los resultados duales.
3. Inmersio´n de subcategor´ıas de Top∗ en topos de prehaces
3.1. Haces de conjuntos sobre un espacio topolo´gico
Definicio´n 6. [7] Sea C una categor´ıa pequen˜a, un prehaz sobre C es un funtor
F : Cop −→ Conj. La categor´ıa ConjCop, tiene por objetos a los prehaces de conjuntos
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sobre la categor´ıa C y por morfismos a las transformaciones naturales. De esta forma, la ca-
tegor´ıa ConjCop es un topos. Un topos de Grothendieck es un topos equivalente a uno de la
forma ConjCop. Un caso particular es el que se describe a continuacio´n.
Dado un espacio topolo´gico (X, τ ). Al considerar como objetos a los elementos de τ y como
morfismos las contenencias se determina la categor´ıa que notamos τ , por acoso del lenguaje,
en tal caso se determina la categor´ıa de los prehaces de (X, τ ) y que se nota setτ
op
. Haciendo
uso de una topolog´ıa de Grothendieck, ver [7]. Se determina la subcategor´ıa plena de setτ
op
notada Sh(X) cuyos objetos se les denomina haces.
As´ı, Sh(X) es una subcategor´ıa reflexiva de setτ
op
, ver [7]. Ahora bien, dada una categor´ıa
C, para cada objeto A de C se determina la categor´ıa Coma denotada C/A de las flechas de
C que llegan a A, cuyos objetos son parejas de la forma (B, f), donde B es un objeto de C y
f un morfismo de B en A y los morfismos son tria´ngulos conmutativos,
C
B A
?
gp p p p p
p ph
-
f
esto es , un morfismo h entre dos objetos (B, f) y (C, g) es un morfismo h : B −→ C tal
que g ◦ h = f . Si en particular C es un topos, C/A es un topos, resultado debido a Freyd,
[?]. Ahora bien, Top no es un topos, pues Top no tiene exponenciacio´n. Entonces, dado un
espacio topolo´gico X, no se podr´ıa deducir que Top/X es un topos. Sin embargo al imponer
condiciones sobre los objetos de Top/X, se determina un topos equivalente a Sh(X). Veamos
este hecho con un poco ma´s de precisio´n. Sea X un espacio topolo´gico, se determina la
categor´ıa Top/X, cuyos objetos son pares (E, p) donde E es un espacio topolo´gico y p :
E −→ X es un homeomorfismo local 4, los morfismos de esta categor´ıa son funciones continuas
f : (E, p) −→ (E′, p′) que satisfacen p′ ◦ f = p. Top/X es equivalente a la categor´ıa Sh(X),
ver [7].
3.2. Otra forma de asociar un topos de prehaces a un espacio topolo´gico.
3.2.1. Topos de M conjuntos
Dado un monoide M , (M, ◦, e), con identidad e y cuya operacio´n binaria es ◦, se determina la
categor´ıa C, formada por un solo objeto {∗} y cuyos morfismos son los elementos de M , la ley
de composicio´n entre los morfismos esta´ dada por la operacio´n de M . En tal caso se determina
el topos de prehaces que notamos SetM que es equivalente al topos de M - Conjuntos.
4p es homeomorfismo local si cada vecindad abierta de e ∈ E es aplicada homeomo´rficamente en un abierto
de X
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Los objetos de M - Sets son llamados m - conjuntos y sus morfismos m - aplicaciones. Un m
-conjunto es un conjunto X con una accio´n a derecha λ de M sobre X
λ : X ×M −→ X
(x, f) 7−→ xλf
que verifica las siguientes condiciones:
i)xλe = x ii)xλ(f ◦ g) = (xλf)λg
para todos x ∈ X y f, g ∈M .
Una m−aplicacio´n entre dos m−conjuntos (X,λ) , (Y, β) es una funcio´n h : X −→ Y que
satisface h(xλ(f)) = h(x)βf .
A continuacio´n veremos la manera de sumergir algunas subcategor´ıas de Top∗ en topos de
M−conjuntos.
En lo que sigue, identificamos (X,τX , x0) = X∗ si no es necesario resaltar el punto base y la
topolog´ıa.
3.2.2. Inmersio´n de Subcategor´ıas correflexivas de Top∗ en un topos de prehaces
Dado un espacio topolo´gico W , este determina un elevador EW , de tal manera, que la subcate-
gor´ıa plena de Top, formada por sus puntos fijos, que hemos notado EW , es una subcategor´ıa
correflexiva de Top. En [8] se muestra la manera de sumergir EW en un topos de M−conjuntos.
En la presente seccio´n se amplia esta teor´ıa produciendo resultados originales, tomando como
punto de partida la categor´ıa Top∗.
Definicio´n 7. Sea F : C −→ D un funtor. Se dice que F es fiel, si para todo par de morfismos
f ,g : X −→ Y de C tales que F (f) = F (g), se tiene que f = g. Se dice que F es pleno, si para
todo par de objetos X, Y de C y todo morfismo k : X −→ Y existe un morfismo k : X −→ Y,
tal que F (k) = k.
Sea W∗ ∈ ObjTop∗, consideramos el conjunto de todas las funciones continuas f : W∗ −→
W∗ que adicionalmente cumplen f−1(wo) = wo. Entonces, [W∗,W∗] con la composicio´n de
funciones continuas es un monoide que notamos MW∗ . El topos determinado por MW∗ , lo
notamos EW∗ .
Dado un espacio W ∗ en Top∗ de manera natural se determina una inmersio´n de Top∗ en el
topos EW∗ . En efecto cada espacio X∗ de Top∗ se interpreta en EW∗ como el M−conjunto
[W∗,X∗]
Top∗ −→ EW∗
7
X∗ 7−→ [W∗,X∗]
en donde [W∗,W∗] actu´a por composicio´n
◦ : [W∗,X∗]×MW∗ −→ [W∗,X∗]Top∗
(f, g) 7−→ f ◦ g
y cada funcio´n continua f : X∗ −→ Y∗ se interpreta como la M − aplicacion
f¯ : [W∗,X∗] −→ [W∗,Y∗]
h 7−→ f¯(h) := f ◦ h
Para cada espacio topolo´gico punteado X∗ y su identidad iX∗ : X∗ −→ X∗ se tiene que
i¯ : [W∗,X∗] −→ [W∗,X∗] es la identidad de [W∗,X∗] en EW∗ .
Ahora, si f : X∗ −→ Y∗ y g : Y∗ −→ Z∗ son dos funciones continuas se cumple que g ◦ f = g◦f ,
luego, de las u´ltimas construcciones se determina el funtor
ΣW ∗ : Top
∗ −→ EW∗
X∗ 7−→ ΣW ∗(X∗) = [W∗,X∗]Top∗
y ΣW ∗(f) := f
Por lo tanto, se determina la restriccio´n de
∑
W∗ a EW∗(Top
∗). As´ı
ΣW ∗ : EW∗(Top
∗) −→ EW∗
En general, este funtor no es fiel. En efecto, seaW∗ como el espacio de Sierpinsky ({0, 1}, {{0, 1}, ø, {0}}, 1).
Ahora, consideremos el espacio R∗, con (R, µ, 0), donde R es el conjunto de los nu´meros reales,
µ la topolog´ıa usual. Las funciones f : R∗ −→ R∗ definida por f(x) = x y g : R∗ −→ R∗
definida por g(x) = 2x son morfismos en esta categor´ıa. No´tese que no hay morfismos de
W∗ en R∗, as´ı que, [W∗,R∗] = ø. El u´nico morfismo del m-conjunto ø es la identidad y
EW∗(f) = EW∗(g) = 1ø y f 6= g.
Observacio´n
Puesto que en general, el funtor
∑
W∗ no es fiel y pleno no se puede interpretar a
∑
W∗(Top
∗)
como una subcategor´ıa reflexiva de EW∗ ; hecho que s´ı sucede cuando se trabaja en Top, [8].
A continuacio´n el objetivo en esta parte del trabajo, es hallar condiciones sobre W∗, de tal
manera que la inmersio´n
∑
W∗ sea fiel y pleno. Para esto se hace necesario describir las
funciones constantes de Top∗ e imponer condiciones sobre el punto base, pues como se vera´,
sera´n la clave para conseguir el objetivo propuesto
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La categor´ıa Top∗AC
En esta seccio´n consideraremos la subcategor´ıa plena de Top∗, que notaremos Top∗AC cuyos
objetos son espacios punteados, donde el punto base es abierto y cerrado.
Si (X, τ, x0) y (Y, α, y0) son dos espacios topolo´gicos punteados. Una funcio´n constante f :
(X, τ, x0) −→ (Y, α, y0) es de la forma
f(x) :=
y0 si x = xoy1 si x 6= xo, y y1 ∈ Y, y1 6= y0
f definida de esta forma es continua. No´tese que si el cardinal de X es mayor que 1, entonces el
cardinal de Y es mayor que 1. Ahora bien, sea B ∈ α, tal que yo ∈ B. Entonces, f−1(B) = {xo}
si y1 /∈ B y f−1(B) = X si y1 ∈ B. Ahora si yo /∈ B y y1 ∈ B, f−1(B) = X − {xo}. Si
y1 /∈ B f−1(B) = ∅, entonces, la funcio´n f as´ı definida es continua. Notese que no existe
funcio´n constante de valor yo.
Si consideramos el funtor EW∗ : Top
∗
AC −→ Top∗AC , entonces, se tiene el siguiente teorema
Teorema 8. El funtor
∑
W∗: EW∗ (Top
∗
AC) −→ EW∗ es fiel y pleno.
Demostracio´n. Veamos que ΣW∗ es fiel. Sean f , g : X∗ −→ Y∗ dos funciones continuas,
si f = g, entonces para cada x ∈ X∗ x 6= xo tenemos la funcio´n constante hx : W∗ −→
X∗ hx(w) = x, w 6= wo, esta funcio´n hx cumple que f(hx) = g(hx) de donde f(x) = g(x)
esto es f = g.
Veamos ahora, queΣW∗ es pleno. Tomemos X∗,Y∗ dos espacios topolo´gicos y α : [W∗,X∗]Top −→
[W∗,Y∗]Top una M − aplicacion. Para cada w ∈ W∗, w 6= wo se tiene la funcio´n constante
γW : W∗ −→W∗
γW(w) =
w si w 6= wowo si w = wo
y para cada x ∈ X∗ x 6= xo la funcio´n fx : W∗ −→ X∗ tal que
fx(w) =
x si w 6= woxo si w = wo
Los elementos constantes en los M − conjuntos [W∗,X∗]Top corresponden a las funciones
constantes. En efecto si α es una M −map, α preserva los elementos constantes, entonces se
determina el morfismo α : X∗ −→ Y∗ definido por α(x) := (αfx)(w)
Sea w ∈W∗, w 6= wo , (α◦h)(w) = α
(
h(w)
)
= α fh(w)(w) = α(h◦γW)(w) = (α◦h◦γW)(w) =
α h(w), luego α h = α ◦ h.
Finalmente, si X∗ ∈ EW∗(Top∗) y f ∈ [W∗,X∗]Top α(f) ∈ [W∗,Y∗]Top por definicio´n de
estructura final α : X∗ −→ Y∗ es continua. Por lo tanto, ΣW∗ es pleno.
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Teorema 9. Sea W∗ un objeto de Top∗AC . Entonces, la categor´ıa EW∗(Top∗AC) es isomorfa a
una subcategor´ıa plena de EW∗.
Demostracio´n. Sea C la subcategor´ıa plena de EW∗ formada por los M−conjuntos de la forma
[W∗,X∗]Top donde X∗ ∈ EW∗(Top∗) entonces, por el teorema anterior EW∗(Top∗AC) ∼= C.
Observacio´n
Se ha probado que si W∗ ∈ Top∗AC , el funtor ΣW∗ es fiel y pleno, con lo cual se puede
interpretar a EW∗(Top
∗
AC) como una subcategor´ıa plena de EW∗ .
4. Una nota relacionada con topos geome´tricos asociados a
espacios punteados A- compactos
Los topos geome´tricos se definen en [8] y aparecen como aquellos topos de M− conjuntos,
definidos a partir de monoides determinados por los endomorfismos de un espacio topolo´gico
en donde al interpretar un espacio topolo´gico en el topos, las acciones resultan continuas, con
respecto a la topolog´ıa del producto tensorial. En esta seccio´n se muestran ejemplos de topos
geome´tricos asociados a objetos A−compactos de Top∗, en otras palabras espacios topolo´gicos
punteados en donde cada subespacio abierto es compacto.
4.0.3. El producto tensorial en categor´ıas fibradas sobre conjuntos
Definicio´n 10. Ver [1] Sea C una categor´ıa fibrada sobre la categor´ıa de los conjuntos, es
decir, intuitivamente los objetos de C son conjuntos con alguna estructura y los morfismos son
funciones que respetan la estructura y sean X,Y y Z objetos de C. Se dice que una funcio´n
f : X × Y −−→ Z es un bimorfismo, si las funciones fx : Y −−→ Z, fx(y) := f(x, y) y
fy : X −−→ Z, fy(x) := f(x, y), son morfismos de la categor´ıa C
Definicio´n 11. Ver [1] Sean X y Y dos objetos de la categor´ıa C. Una pareja (Z, f) donde Z
y f son respectivamente, un objeto y un morfismo en C. Un bimorfismo f : X × Y −−→ Z es
un producto tensorial de X y Y , si para cualquier otra pareja (W, g) tal que g : X×Y −−→W ,
W ∈ obj C, existe un u´nico morfismo φ : Z −−→W , tal que, φ ◦ f = g.
El producto tensorial de dos objetos X,Y si existe, es u´nico y por tanto lo notamos X
⊗
Y
Se dice que una categor´ıa C tiene productos tensoriales, si para cualquier par de objetos X,Y
de C existe X⊗Y en la categor´ıa.
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4.0.4. El producto tensorial en Top
Esta discusio´n toma como base [1].
Sean (X,α) y (Y, β) dos objetos de Top. Si consideramos el funtor O : Top −−→ Conj, por
la proposicio´n anterior, el producto tensorial de X y Y existe y esta´ dado por la pareja
(X
⊗
Y, i), donde, X
⊗
Y es el espacio topolo´gico con conjunto subyacente X × Y y una
topolog´ıa Γ determinada de la siguiente forma: se sabe que i : X × Y −−→ X × Y es un
bimorfismo, U ∈ Γ, si y solo si, para cada x ∈ X y cada y ∈ Y , i−1x (U) = {y | (x, y) ∈ U} ∈ α
y i−1y (U) = {x | (x, y) ∈ U} ∈ β, entonces, la pareja (X
⊗
Y, i) = [(X
⊗
Y,Γ), i] es el
producto tensorial de los espacios topolo´gicos (X,α) y (Y, β).
4.0.5. Topos geome´tricos
Sea M un monoide topolo´gico. Se determina el topos de M−conjuntos EM . Un M−conjunto
X con la accio´n α determina un sumidero {αx : M −−→ X}x∈X , donde, αx(m) := xαm, si se
considera Fαx la topolog´ıa final para este sumidero, entonces, αx resulta continua para cada
x ∈ X y por tanto α : X ×M −−→ X resulta continua con respecto a la topolog´ıa producto
tensorial. Si f : X −−→ Y es una M−aplicacio´n, entonces, f : X −−→ Y resulta continua. En
efecto, sean α y β las acciones de M sobre X y Y respectivamente. Basta demostrar que para
cada x ∈ X, la funcio´n f ◦ αx : M −−→ Y es continua. Observamos que f ◦ αx = βf(x) y
βf(x) es continua. Entonces, por definicio´n de estructura final para un sumidero se tiene que
f : X −−→ Y es continua y por tanto se ha determinado el funtor
T : EM −−→ Top (1)
donde T (X) = X = Fαx ; T (f) = f , adema´s T (M) = M .
Ahora, si X es un M−conjunto α : X ×M −−→ X la accio´n correspondiente. Veamos que la
funcio´n α : X
⊗
M −−→ X es continua. Por la propiedad universal del producto tensorial, es
suficiente probar que α : X ×M −−→ X es un bimorfismo en Top. Consideremos las familias
de funciones
{αx : M −−→ X}x∈X ; {αm : X −−→ X}m∈M
definidas de manera natural o a trave´s de α
Notese, que de la forma como se construyo´ a Fαx = X; las funciones αx : M −−→ X son
continuas. Ahora, sea m ∈ M , veamos que αm : X −−→ X es continua, para lo cual es
suficiente probar que para cada x ∈ X, αm ◦ αx : X −−→ X es continua, αm ◦ αx = αx◦m es
continua, pues x◦m ∈ X y X tiene la topolog´ıa final, por lo tanto, cada funcio´n αm : X −−→ X
es continua. Entonces, X ×M −−→ X es un bimorfismo y por tanto α : X⊗M −−→ X es
continua.
Definicio´n 12. Ver [8] Sea E un Topos, G : E −→ Top un funtor y M un monoide topolo´gico.
Se dice que E es un (G−M)−Topos geome´trico o simplemente un Topos geome´trico (cuando
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no haya lugar a confusio´n), si existe una equivalencia de categor´ıas F : EM −→ E, tal que
G ◦ F = T (siendo T : EM −→ Top el funtor descrito en 1)
Sean X y Y espacios topolo´gicos. Sea C la coleccio´n de subconjuntos compactos de X y A la
coleccio´n de los subconjuntos abiertos de Y . Sean S ∈ C, A ∈ A y [S,A] = {f ∈ [X,Y ]Top |
f(S) ⊂ A}.
La topolog´ıa τ sobre [X,Y ]Top generada por la familia S = {[S,A] | S ∈ C, A ∈ A}, se le
llama la topolog´ıa compacto abierta sobre [X,Y ]Top. En tal caso S, es una subbase para τ .
[12]
Definicio´n 13. Un espacio topolo´gico W es A−compacto, si sus subespacios abiertos son
compactos
Proposicio´n 14. Ver [8] Sea W un espacio A-compacto. Si [W,W ]Top tiene la topolog´ıa
compacto abierta α, entonces ([W,W ]Top, ◦, α) es un monoide topolo´gico
Ejemplo 15.
Sea W ∗ un espacio topolo´gico punteado, con la topolog´ıa Cof∗, donde Cof∗ = Cof ∪
{{w0}}, siendo Cof la topolog´ıa de los complementarios finitos. Entonces,W ∗ es A−compacto,
por lo tanto, el monoide [W ∗,W ∗]Top, dotado de la topolog´ıa compacto abierta α, hace de(
[W ∗,W ∗]Top, α
)
un monoide topolo´gico. Puede observarse que la topolog´ıa sobre [W ∗,W ∗]Top
corresponde a la topolog´ıa relativa de [W ∗,W ∗]Top con respecto a [W,W ]Top. Por lo tanto EW ∗
es un Topos geome´trico.
En particular, si se toma W ∗ = N∗, entonces,
(
[N∗,N∗], α
)
, donde α es la topolog´ıa de los
complementarios finitos, es un monoide topolo´gico con la topolog´ıa compacto abierta definida
sobre [N∗,N∗]Top∗ , luego EN∗ es un Topos geome´trico.
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